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Chapitre VI : Fonctions usuelles

I La fonction logarithme

1.1 Définition

Vous avez vu en lycée la construction de la fonction exponentielle comme 'unique solution de ’équation différentielle
f'—f = 0telle que f(0) = 1. Cependant P'existence était admise et reléve d’un résultat que vous ne verrez qu’en seconde
année. Notre approche sera donc différente. Nous commencons par définir le logarithme et la fonction exponentielle
constituera la réciproque du logarithme.

Nous verrons dans un prochain chapitre que si f est une fonction continue sur I un intervalle de R et si a € 1
alors z — fax f(t)dt est 'unique primitive de f s’annulant en a. On appelle ce résultat le théoréme fondamental de
I’analyse. Nous allons revoir ce résultat dans un exemple particulier pour construire le logarithme.

seule la valeur p = —1

p+1
+1
1

pose probléme. Pourtant la fonction = + < est continue sur R% . Ceci peut étre une motivation pour introduire la
définition suivante.

On appelle logarithme népérien, notée In, la fonction définie par :

Remarque 1 :
1. Par définition, In(1 fll Lae=o.

T

2. Historiquement le logarlthme népérien a été introduit pour la qualité de ses propriétés algébriques transformant
un produit en somme. En ’absence d’ordinateur, le calcul d’une somme est nettement plus aisé que le calcul
d’un produit.

1.2 Continuité et dérivabilité

La fonction logarithme est continue et dérivable sur R7 . De plus pour tout z € R7,

Démonstration. Dérivabilité. On affine nos précédentes inégalités. Fixons 2 € R*. Pour tout h €] — x; +oo[\{0},
notons d’abord que 1 = %f;ﬂ—h L dt. Ainsi,

1 1 _1 1 z+h 1 1 £E+h1 1 z+h 1 1 1 z+h _
1_hf@+h n(:l:):7/ Sat— / fdt:f/ f—fdt:f/ 27 g,
x h h ), h . t h ), T - tx

Dongc, si h > 0, 0 <t —x < h pour tout ¢ € [z;z + h]. Or % > 0 pour tout t € [x;2 + h] Donc

z+h z+h

1

o<l mth) - / by 1/ 1
x h h . t

z+h 1dt

Or nous avons déja vu que pour h > 0, f g Donc

Ogl_ln(erh)—ln(z)gﬁ.
x h x?
En procédant de méme, on peut montrer que, si h < 0,
02liln(:zﬂrh)fln(:s)2 h
x h (x 4+ h)

1/i8
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Donc globalement, pour tout h €] — z; z[\{0},
Al < 1 In(z+h)—In(z) < |h|
x(x—|h]) "=z h x?
Et par encadrement, on en déduit que
lim (l ~In(z+h) - ln(x)) 0 o lim In(x + h) — In(x) _ l
h—0 \ h h—0 h x
Donc la fonction logarithme est dérivable et sa dérivée est donnée par
. 1
Vo € RY, ln'(m):;
O
—+ R

—1;1
Exercice 1. Calculer la dérivée de la fonction f : ] 1 1tz
T — In (ﬁ)

La fonction logarithme est strictement croissante sur R* .

Démonstration. C’est une conséquence directe de la stricte positivité de sa dérivée sur RY.

1.3 Propriétés algébriques

Soient z €]0; +o00], y €]0; +o0[ et p € Z.
1. In(zy)=.coovviiiin.., 2. Im(I) =

1.4 Limites remarquables

Exercice 2. Soit a € R . Discuter suivant les valeurs de a de la limite de la suite (In (a™))

neN’

La fonction logarithme vérifie les limites remarquables suivantes.

\

1. wglfoo In(z)=............. 2. glclg%) In(z)=........c.c.o.0.
. In(z) _ . _ . In(14z) _
3. zgrfoo e 4. ili%x In(z)=.....cocoeiiat. 5. ilg})—w

J

Remarque 2 : Par la continuité et la stricte croissance de la fonction logarithme, il existe un unique réel e €]0; +00]

tel que In(e) = 1. Ce nombre s’appelle la constante de Neper.

Le graphe de fonction logarithme a
e une asymptote verticale x = 0 en 0,
o une tangente d’équation y = z — 1 au point (1;0),

o une branche parabolique de direction (Oz) en +oo.

\.

Pour tout x € |—1; +o0],
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1.5 Graphe et variations

De notre étude précédente, on en déduit le tableau de variation suivant :

In O/

Ainsi que son graphe :

II La fonction exponentielle

II.1 Définition et premieres propriétés

La fonction logarithme est continue, strictement croissante sur ]0; +oo[ et f (]0; +00[) = R. Donc d’aprés le théoréme
de la bijection, la fonction logarithme est une bijection de ]0; +oo[ dans R.

5

On appelle fonction exponentielle, noté exp, la fonction réciproque du logarithme népérien : exp : R —]0; +00].

J

I r
J

 La fonction exponentielle est strictement croissante sur R et réalise une bijection de R dans ]0; +oo].

e La fonction exponentielle est continue et dérivable sur R. De plus pour tout = € R,

Soit (z,y) € R?,
1. exp(@+y)=.oeeiini... 2. exp(—x) = ...,
3o exp(T—y) =i, 4. Vp€Z, exp(px) =..covvvvevei. ..
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Démonstration. Soit (z,y) € R?, en utilisant les propriétés du logarithme, on a In (exp(z) exp(y)) = In (exp(z)) +
In (exp(y)) = x +y. Donc en composant par 'exponentielle, on obtient que exp (In (exp(z) exp(y))) = exp(x) exp(y) =

exp (7 + y).
En procédant de méme, on établit les autres affirmations.

O

Rappelons que par définition, e est I'unique réel tel que In (e) = 1. De plus la fonction exponentielle est la fonction
qui & tout réel associe son unique antécédent par le logarithme. Donc en particulier exp(1) = e.

Pour tout x € R, on note e* = exp(x). La fonction exponentielle est donc notée x +— e*. ]

Remarque 3 : La notation est compatible avec la fonction puissance sur les entiers naturels. En effet, pour tout
n €N,
e"=exex---xe=exp(n).
—_————

n fois

En effet d’apres la proposition précédente exp(n) = exp(n x 1) = (exp(1))" = e". Elle est de méme compatible avec
la fonction puissance sur les entiers relatifs.

II.2 Limites remarquables

_ h

La fonction exponentielle admet les limites remarquables suivantes.

1. Iim e*=.......... 2. lm e*=..........
T—r+o0 T——00
. T . . T p—
3. Iim & =.......... 4. Im ze*=.......... 5. lim<=Ll—=_ . . . ... ..
z—+oo T r—r—00 z—0 7T

Le graphe de fonction exponentielle a
o une asymptote horizontale y = 0 en —oo,
o une tangente d’équation y = 1 + x au point (0;1),

o une branche parabolique de direction (Oy) en +oc.

\. J

Remarque 4 : Notez que chacune des ces propriétés s’obtient par symétrie par rapport a la droite y = z de la
propriété analogue pour le logarithme.

Pour tout x € R,

II.3 Graphe et variations

Le tableau de variation de la fonction exponentielle est donné par le tableau suivant.

exp 1/e
. I

Le graphe de la fonction exponentielle est le symétrique de celui de la fonction logarithme par rapport a la droite
y=x.
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IITI Les fonctions puissances

II1.1 Définition et propriétés

On a vu dans le paragraphe précédent, qu’il était possible de définir a® pour tout a > 0 (y compris a = 1) et tout
b € R en posant a® = (%) et que cette définition coincidait avec celle de la puissance d’un réel par un entier. On va
maintenant s’intéresser aux fonctions de types z — z® (& ne pas confondre avec 'exponentielle en base a).

_ )

e Soit n € N, on pose pour tout t E R, 2" =x X & X -+ X .
—_———

n fois
1

=P

o Soit p € Z\ N, on pose pour tout x € R*, 2P =

« Soit a € R, on pose pour tout x € R%, 2% = e21n(®),

\ J

Remarque 5 :

1. Notez que plus la valeur de a est quelconque pour les valeurs de z dans x® sont restreintes. Lorsque a est entier,
on peut définir z* sur tous les réels mais lorsque a € R\ Z, on ne peut définir % que sur les réels strictement
positifs.

2. Lorsque a € Z, les différentes définitions de 2* coincide pour = € R* (et heureusement!).

_ )

Soit a € R. On appelle fonction puissance la fonction définie par

......... sia €N
P, —> R .
" ol Do =194 eenen.. sia € Z\N
x v z?, .
......... sia e R\Z

Soit a € R. La fonction f, : x +— x® est continue et dérivable sur son ensemble de définition Z,. De plus pour tout
T € 9,,
fi(@) = az® ",

Démonstration. On connait déja cette formule lorsque a € Z. Démontrons qu’elle est valide sur &, = R lorsque
a € R\ Z. Soit a € R. La fonction puissance f, est bien continue et dérivable sur R} comme composée de fonctions
dérivables sur leurs ensembles de définition. De plus pour tout z € R* |

et In(z)

fI(JT) _ (ealn(w))/ _ gealn(w) _

= QQ— =
a T eln(z)

518
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Pour tout a e R, b e R, z e R}, y € R%..

1. 1°=......... 2. 29=.........

3o (xy)' = 4. (D) =
5 (ﬁ)a == 000000000000000000 6. x%xb=.. .. ... ... ........
T Bp= e 8 (@)’ =..................

Remarque 6 : Ce sont exactement les mémes formules que vous connaissiez déja lorsque les puissances étaient
entieres.

II1.2 Limites et prolongement par continuité

_ A

Soit a € R et z — z* la fonction puissance associée.
1. Sia >0,
lim z% = +o0 et lim z* = 0.
T—+00 z—0
x>0
2. Sia<0,
lim z%=0 et lim 2% = +o0.
T——+00 z—0
>0

Remarque 7 : Soit a € R.
1. La courbe représentative de x — x® a pour tangente au point (1;1) la droite d’équation y = a(x — 1) + 1.

2. Si a < 0, la courbe représentative de x — z% a une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +o0o et une
asymptote verticale z = 0 au voisinage de 0.

3. Sil>a >0, la courbe représentative de & — x* a une branche parabolique de direction (Ox) en +oo.

4. Si a > 1, la courbe représentative de x — x® a une branche parabolique de direction (Oy) en +co.

_ )

Soient I un intervalle de R et a € R une borne de [ telle que a ¢ I. Soit f : I — R continue sur I. On dit que f est
prolongeable par continuité en 0 si la limite lim f(x) existe et est finie. Notons-1a b = lim f(x) € R. On prolonge
r—a Tr—ra

a].()IS ’ de la faQ()Il Sul\/allte .
1 . I U {a} — R
? X S1 T I

b sixz =a.

Alors la nouvelle fonction f est continue sur I U {a}.

\ J

Remarque 8 : Prolongement en 0.
Soit a € R.

1. Sia > 0, la fonction x — % est prolongeable par continuité en 0 par la fonction

fa 1 [0;4+00[ = R

z* six >0
T —
0 siz=0.
De plus,
(i) Si a> 1, la fonction f, est dérivable en 0 et f/(0) = 0.
(ii) Si 1> a > 0, la fonction fa 'est pas dérivable en 0 et admet une tangente verticale z = 0 en 0.

2. Sia < 0, la fonction « — z® n’est pas prolongeable par continuité.

6 /i3
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IT1.3 Variations et graphe

Soit a € R.

1. Sia >0, la fonction x — % est une bijection de R* dans R* strictement croissante sur R .

2. Si a <0, la fonction z — x* est une bijection de R* dans R strictement décroissante sur R? .

\{

II1.4 Croissances comparées

_ h

Soient a et b deux réels strictement positifs.

1. lim 2@ — 2. lim &5 = +4oo0.
z—+oo0 T z—+oo T

3. lima® |In(z)|* = 0. 4. lim |z|’e =0.
= =

\.

Démonstration. Soient a et b deux réels strictement positifs.
1. Pour tout x > 0,

bya @ b @
() _ (o))" _ n(zt) N (a In(af)
Ib N ;L'g h 1’% h b z%
b In(w) ln(mg>
Lorsque z — +00, on sait que z= — +o0. Or =~ = 0. Donc quand x — +00, —5— — +00 et par suite,
u—+o00 Tra
b a
. In%(x . a In (x a )
lim = lim — X 5 = +o0.
T—+00 xb T— 400 b Ta

2. Avec la méme idée,

e’ <e§’“' ’ et a ’ et ’ a\®
—_— = = X — = R X —
xb x Sx b Gq ( b ) ’
b b
Quand x — +o00, 7z — +00. De plus % — +o00 quand u — +o00. Donc par composition de limites, on obtient

eb
[3
b

"~ 4o quand x — +o00. Donc

T
ea® e%w b a\b
lim — = lim = X <7) = +00.
T—400 (Eb T—400 xT b

718

que
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3. En posant u = +

T
ln l a 1 a

limz? |In(z)|* = lim M — lim M

m;)(g) u—+00 ’LLb u——+o00 ub

x

Notez que pour u assez grand (et méme u > 1) on a In(u) > 0. Donc, d’aprés le point 1,

o u . In(w)”
limz” |In(z)|* = lim =0.
x—0 Uu—>—+00 ub
x>0
4. De méme, en posant u = —x,
. b . b o— . 1
lim |z]"e* = lim |—ul'e™ ™ = lim = =0.
T——00 Uu—r+00 U—+00 ==
O
Exemple 9 : Déterminer la limite suivante :
1
lim z=2.
r—+00

IV Les fonctions logarithmes et exponentielles en base a

Soit a € R% \ {1}.

e On appelle logarithme de base a, notée log,, la fonction définie par

log, : RY =R

e On appelle exponentielle de base a, notée exp, ou = — a”, la fonction définie par

exp, : R—R

\ J

Remarque 10 :
1. Lorsque a = 10 on obtient ce que l'on appelle le logarithme décimal, noté simplement log.
2. Lorsque a = e, on obtient le logarithme népérien et la fonction exponentielle.
3. On peut définir la fonction exp; qui est la fonction constante égale a 1.

4. Les fonctions log, et exp, sont réciproques I'une de 'autre. En effet pour (z,y) € RY xR,

y=log,(z) & y= < In(a)y =In(z) & =exp(yln(a)) = exp,(y).

Exemple 11 : Soit n un entier strictement positif. Montrer que le nombre de chiffre nécessaire pour écrire n en base
10 est égal a la partie entiere de 1 + log(n).

Remarque 12 : Soit a €]0; 1[U]1; +oo[. Par construction, on remarque que 'on déduit le graphe de log, de celui du
logarithme a I’aide d’une dilatation verticale de coefficient ﬁ On déduit le graphe de exp,, de celui de ’exponentielle

par une dilatation horizontale de coefficient ﬁ
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a>e

V Les fonctions hyperboliques
- Définition V.1 ~

e On appelle cosinus hyperbolique, noté ch, la fonction définie sur R par

ch :R—=R

e On appelle sinus hyperbolique, noté sh, la fonction définie sur R par

sh :R—R

\ J

- h

La fonction ch est paire et la fonction sh est impaire.

\. J

Démonstration. Pour tout x € R,

et

Les fonctions ch et sh sont continues et dérivables sur R et pour tout z € R,

ch’(z) = sh(z) et sh’(z) = ch(z).

Démonstration. Découle immédiatement du fait que les fonctions hyperboliques sont des sommes de fonctions
exponentielles.

O

Pour tout (z,y) € R,
1. e® = ch(z) +sh(x), 2. ch?(z) —sh®(z) = 1.




c
( ) P
""""""""""""" Mathématiques PTSI, Chapitre VI 2025-2026

Remarque 13 : Pour retrouver les formules des fonctions hyperboliques, il suffit de remplacer dans leurs analogues
pour les fonctions trigonométriques cos par ch et sin par ish. Par exemple :

Toch(mdy) = o ,
2, Sh(@ YY) =
Les fonctions ch et sh vérifient les limites suivantes.
1. lim ch(@)=......... 2. lim @ _ . 3. lim®E=t _1
z—+00 z—+oo T z—0 T
4. lim sh(z)=......... 5. lim & _ 6. lim ™) =1
r—+00 xr——+00 x—0

Remarque 14 : Par parité, on en déduit les limites analogues en —oo.

— h

o Les graphes des fonctions ch et sh ont des branches paraboliques de direction (Oy) au voisinage de 400 et
au voisinage de —oo.

 La fonction ch a pour tangente la droite horizontale y = 1 au point (0; 1).

o La fonction sh a pour tangente la droite y = 2 au point (0;0).

V.1 Variations et graphes

Puisque la fonction exponentielle est strictement positive sur R, on en déduit que la fonction ch 'est également. Or
pour tout z € R, sh’(z) = ch(z) > 0. Donc la fonction sh est strictement croissante sur R. Or sh(0) = 0. Donc
sh(z) > 0 < z > 0. Donc la fonction ch est décroissante sur | — oco; 0] et croissante sur [0; +o0l.

x —00 0 +00 L
ch(zx) + 1 + 7
+o0 A
sh /o/ 777777777777777 /

> "4 3 2 1 1 2 3 4

sh(z) — 0 + el

+00 +00 7 27

ch(z) \ / 3l

1

/// Sh —4

// 75 4

—6 1

VI Les fonctions circulaires réciproques

Les fonctions trigonométriques ou circulaires étant périodiques ne sont pas bijectives sur R. Cependant, il nous
intéresse souvent d’inverser ces fonctions, de remonter au(x) antécédent(s). En réduisant I'ensemble de départ, il est
possible d’obtenir une bijection, donc une fonction réciproque et par conséquent déterminer un unique antécédent sur
cette restriction.

10//18
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VI.1 La fonction arc sinus
La fonction sinus est continue et strictement croissante sur [f 5 g] . Donc d’apres le théoréme de la bijection, la restric-

tion de la fonction sinus & ’ensemble [—g; g] définit une bijection de I’ensemble [—g; g] dans [Sin (—g) ;sin (g)] =
[—1;1].

_ )

On appelle arc sinus, notée arcsin, la fonction réciproque de la restriction de la fonction sinus sur [—g; g] dans

arcsin : -1;1] — [—g; E]

x +— arcsin(z).

\ J

Remarque 15 : Par définition, pour tout z € [—1;1],
sin (arcsin(z)) =

et pour tout = € [—%; %], . ( . ( ))
arcsin (sin(x =xT.

ATTENTION cependant méme si pour tout z € R sin(z) € [—1; 1] et que donc
il est possible de définir arcsin (sin(x)) il est absolument faux d’affirmer que

arcsin (sin(z)) =  pour tout x ¢ [-%; 5]. Par exemple :

arcsin (sin <3§>) = arcsin (—1) = _g 7& 3?7(

Exemple 16 : Calculer arcsin(1), arcsin (3) et arcsin (sin (7)).

_ h

La fonction arc sinus est strictement croissante sur [—1; 1], continue sur [—1;1] et dérivable sur |—1;1] et

Ve ]-1;1], aresin/(T) = ....ooiiii i

1. La fonction arc sinus est impaire.

2. La fonction arc sinus n’est pas dérivable en —1 et 1 et admet des tangentes verticales z = —1 et £ = 1 en ces
points.

3. La fonction arc sinus vérifie la limite suivante

arcsin(z) 1
z—0 4 o
et a pour tangente la droite y = x au point (0;0).

\. J

Démonstration.
1. On commence par remarquer que ’ensemble [—1; 1] est bien centré en 0. Soit maintenant x € [—1;1]. Notons
y = arcsin(z) € [-3;%]. On a

arcsin(—x) = arcsin (— sin(y)) = arcsin (sin(—y)) .
Or, puisque y € [—%; g], ona—y€ [—g; g] et donc
arcsin(—z) = —y = — arcsin(x).

Ceci étant vrai pour n’importe quel € [—1;1], on en déduit que la fonction arc sinus est impaire.

2. Siz e {—%;%}, alors sin’(x) = cos(z) = 0. Donc la fonction arc sinus n’est pas dérivable aux points sin (—%) =
—1 et sin (%) = 1 mais possede des tangentes verticales en ces points.

11/18
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3. Comme a 'accoutumée, on reconnait la dérivée de la fonction arc sinus au point O :

Ao _ arcsin'(0) = ——

i% x \/1_()2:1

VB

NI

arcsin(z) — 0

|
SIE]

|

1

V1.2 La fonction arc cosinus

La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur [0; 7], donc d’aprés le théoréme de la bijection, la
restriction de la fonction cosinus a l'intervalle [0; 7] définit une bijection de [0; 7] dans [—1;1].

On appelle arc cosinus, notée arccos la fonction réciproque a la restriction de la fonction cosinus a l'intervalle
[0; 7] dans [—1;1] :

arccos : [—1;1] — [0;7]

x +— arccos(x).

\ J

Remarque 17 : Comme pour la fonction arc sinus, on a

Vr € [—1;1], cos (arccos(z)) = x et Yz € [0; 7], arccos (cos(z)) = .

ATTENTION cependant pour tout = ¢ [0; 7], arccos (cos(z)) # z. Par exemple,

3

arccos (cos (%)) = arccos (0) = g + 5

[

Exemple 18 : Calculer arccos (1), arccos( 5 ) et arccos (_\/Tg)

_ h

La fonction arc cosinus est strictement décroissante, continue sur [—1; 1], dérivable sur | — 1; 1] et

V€] - 1;1], arccos’ (T) = ..ovviiiiii

\
_ A

1. Le graphe de la fonction arc cosinus admet le point (0; %) comme centre de symétrie.

2. La fonction arc cosinus n’est pas dérivable en —1 et 1 et son graphe admet des tangentes verticales x = —1
et © =1 en ces points.
Démonstration.

12/18
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1. Une symétrie centrale est une homothétie de coefficient —1. Donc 'image du point M (z;y) par la symétrie de

centre (0; %) est le point M’ (2/,y) tel que

x’+iy'=—1<x+iy—0—ig>—|—0+ig:—x+i(—y+7r).

Donc l'image de M (z;y) est M' (—x;m — y). Soient « € [—1;1] et y = arccos(z) € [0;7]. On a
arccos(—x) = arccos (— cos(y)) = arccos (cos (1 — y)) .
Or m —y € [0; 7] donc
arccos(—z) = m — y = m — arccos(z).

Donc le point (—z;arccos (—z)) = (—x;m — arccos(x)) est bien le symétrique de (z;arccos(x)) par la symétrie
centrale de centre (0; g)

2. Siy=0ouy=m, ona cos (y) =sin(y) = 0. Donc la fonction arc cosinus n’est pas dérivable en cos(0) =1 et

cos(m) = —1 mais admet des tangentes verticales.
O
A
p_
T -1 0 1
™ —_ bl
arccos(z) g —_
0
} \ >
—1 1
VI.3 La fonction arc tangente
La fonction tangente est continue et strictement croissante sur ]—%; %[ donc d’apres le théoreme de la bijection, la
restriction de la fonction tangente sur lintervalle | —7%; % [ réalise une bijection de |—%; %[ sur R.

On appelle arc tangente, notée arctan la réciproque de la restriction de la fonction tangente sur ]—%; % [ :

tan : R—ﬁ——;—[
arcta 573

x +— arctan(zx).

\ J

Remarque 19 : Comme pour les fonctions arcsinus ou arccosinus,

Vr € R, tan (arctan(x)) = x et Yx € } —g; g [, arctan (tan(z)) = x.

ATTENTION cependant il est faux en général d’affirmer que
arctan (tan(z)) = z pour n’importe quel réel x. Par exemple,

arctan (tan(m)) = arctan(0) = 0 # .
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Exemple 20 : Déterminer arctan(1l), arctan (%) et arctan (tan (7).

La fonction arc tangente est strictement croissante, continue et dérivable sur R. De plus

Vz € R, arctan’(z) = ...

Remarque 21 : La fonction tangente n’admet aucune singularité pour sa dérivée qui est définie sur R tout entier.
Sa dérivée est souvent utile dans le calcul d’intégrale et dans la recherche de primitives.

_ h

1. La fonction arc tangente est impaire.

2. La fonction arc tangente vérifie les limites suivantes

™ arctan(x ™
lim arctan(z) = — lim arctan(z) =1, lim arctan(z) = ——
T—~+00 2 z—0 a5 T——00 2
3. Le graphe de la fonction arc tangente admet une asymptote horizontale y = 5 en +oo, une asymptote
horizontale y = —% en —oo et d'une tangente d’équation y = 2 au point (0;0).

Démonstration.
1. Soit x € R. Posons y = arctan(z) € | —5; 5[, alors z = tan(y). On a
arctan(—x) = arctan (— tan(y)) = arctan (tan(—y)).
Or —y € |-%; %], donc arctan (tan(—y)) = —y = —arctan(z). Ainsi

arctan(—z) = —x

et la fonction arc tangente est impaire.

2. Les valeurs aux bornes du domaine de définition de la réciproque sont données par le théoreme de la bijection.
De plus puisque la fonction arc tangente est dérivable en 0,

lim arctan(z) — lim arctan(z) — arctan(0) — arctan’(0) = [ 1
z—+oo T z—-+00 z—0 1402
3. Ce point est la traduction graphique des limites précédentes.
O
T —00 0 +00
s
2
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VI.4 Quelques formules remarquables

1. Vz € R%, arctan(x) + arctan (1) = Z. 2. Vz € R*, arctan(z) + arctan (%) = —
+ 2

x x

(SIE]

Remarque 22 : On a également les formules suivantes, qui doivent, elles, étre redémontrées si vous souhaitez les
utiliser :

1. Vz e [-1;1], cos(arcsin(z)) = v1 — x2. 2. Vz € [-1;1], sin (arccos(z)) = V1 — 2.

3. Vx € [-1;1], arccos(—z) + arccos(x) = . 4. Vax € [~1;1], arccos(x) + arcsin(z) = F.

VII Breéve extensions aux fonctions a valeurs dans C

Soient I un intervalle de R et f : I — C. On définit de fagon naturelle les fonctions partie réelle de f, notée Re (f),
partie imaginaire de f, notée Im (f), module de f, notée |f| et conjuguée de f, notée f. Les relations entre ces
fonctions sont analogues a celles que l'on a pour les nombres complexes. Par exemple

f: I1—-C

x— f(x)

vérifie f = Re (f) — ilm (f).

Soient I un intervalle de R et f : I — C. La fonction f est dite dérivable sur I si et seulement si les fonctions
réelles Re (f) et Im (f) sont dérivables sur I. De plus si f est dérivable sur I, sa dérivée est définie par

Remarque 23 : Cela étend bien la dérivabilité des fonctions réelles. Si f : I — R est dérivable alors la fonction

L =C est aussi dérivable sur 1.
z = f(z)

Exercice 24 : Vérifier que si f : I — C est dérivable alors f est dérivable sur 1.

_ h

o La somme, le produit, le quotient de deux fonctions a valeurs dans C dérivables sont dérivables et les formules
de dérivation sont les mémes que pour les fonctions & valeurs dans R (dans le cas d’un quotient, vérifiez que
le dénominateur ne s’annule pas).

e Soient I et J deux intervalles de R, g : [ — J et f : J — C. Si g est dérivable sur [ et si f est dérivable sur
J alors fog: I — C est dérivable sur I et (fog) =¢ x f og.

\
_ h

Soient I un intervalle de R et ¢ : I — C. Si ¢ est dérivable alors la fonction

e’ : I —C

z > (@)
est dérivable sur [ et sa dérivée est donnée par

\. J

Démonstration. On ne peut pas appliquer la proposition précédente donnant la dérivée d’une fonction composée
car la fonction ¢ est & valeurs complexes (et non dans un intervalle .J). Notons que

e¥ = eRel@) gilm(e) — oRe() cog (Im () + i R sin (Im (¢)) .
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Les fonctions (%) cos (Im () et e®(#) sin (Im (¢)) sont dérivables sur I comme composées et produits de fonctions
dérivables sur I. Donc e¥ est dérivable sur I. De plus, pour tout x € I,

(e9) (x) = (%% cos (Im () () + (%) sin (Im (¢)) ) ()
= Re (¢)' () ") cos (Im (p(x))) — X)) Im () () sin (Im (p(x)))
+i [Re ()’ (x) D sin (Im (p(x))) + ) Im (ip)’ () cos (Im ((x)))]
= Re (¢/(2)) e**(#(®) cos (Im (p(x))) — €D Im (¢ (2)) sin (Im (ip(=)))
+iRe (¢/ () ™) sin (Im (p(x))) + i ") Im (¢/ () cos (Im (p(x)))
— Re (@/(m)) eRe(e(@)) gilm(e(2)) 4 ; oRe(e(@)) 1y ((p'(x)) ot m(p(2))
(z)

(
(

=¢'(z)e”

Exemple 25 : Soit a € C. Déterminer la dérivée de f : t — et

VIII Prochainement... Analyse asymptotique - Propriétés des petits o

Soient a et b deux réels strictement positifs.

1. lim w = so0000000s 2. lim £ =..........
z—+oo T z—+oo ¥

3. lima®|ln(z)|"=.......... 4. lim |x| =S 0000000000
=0 T——00
>0

o Fonctions : si f(x ) o(g(z)) alors f(z)h(x) = ...coviiiiiiii...

Autrement dit h(x)o(g(x)) = c000000000000000a00

T—ra

o Suites :siu, = o(v,)alors upw, = ..o,
n—-+o0o n—

Autrement dit w,o (vy,) PURTLERERRERRERTRRLOR
n—-+0o0

\ J

Remarque 27 : Attention, A (x) + o (g (z)) # o (h(z) + g(z)) et de méme pour les suites.

_ )

o Fonctions : si fi(x ) = o(gl( )) et fa(x) mjao(gg(a?)) alors f1(z)f2(x) SUREETEERITRRIPTRRES

o Suites :siu = o(v,) et w = oft,) alors u,w = 4000000000000000000
" n——+00 ( n) " n——+oo ( n) nen n——+00
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_ )

o Fonctions : soit A € K*, A NON NULLE, si f(x) o(g(x)) alors Af(x) S o(g(x)) et f(x) = o (Ag(x)).

Autrement dit .................. = ©00000000000000000 = o(g(x)).

r—ra Tr—ra

o Suites : soit A € K*;, A NON NULLE, si u, T o(vy,) alors Au, T o(vn) et uy, T o(Auy).

r—a

Autrement dit .................. = Goooo00c0c0cananac = o(vn).
oo

\. J

Remarque 28 : On a également :
o Fonctions : Si f(x ) o(g(x)) et g(x) = 0 alors f(z) — 0.

r—a

e Suites : Siu, = ( etv, — Oalorsu, — 0.
n—-+4oo n

—+0o0 n——+0o

n)
o Fonctions : Si f(x) o(g()) et f(z) a +o00 alors g(x) et +00.
)

roa
o Suites : Siu, = o(v,)etu, — +ooalorsv, — Hoo.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Remarque 29 : Voici des manipulations importantes du petit o :

1. Soient n,m € Z avec m < n. Si u o o(x™) alors u = o (™).
—
2. Soient n,m € Z, alors z™o (z™) = o(z"t™).
z—0
3. Pour tout n € N (y compris 0), on a o(z™) — 0.

z—0

Exemple 30 : Simplifier les expressions suivantes :
1. —2x50(i) =

2
x r——+00

2. 2y/zo (6z cos(x)) 0 (2e") o
3. T0(2") + Lo (o (8nl)) —32e "0 (5") =

n——+00
7 3\ _ 3.7
4.0(ew+m) o(ac e”J)I—+

5. o(sin(z)) o (a*) + (ex —l—g_%)z o (102* + /)
6. o (ln4 (3n)) +o (n)® + o(n) e

z:O
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NAPIER John (Merchiston Castle (prés d’Edimbourg) 1550 - Merchiston Castle
1617) est un mathématicien et théologien écossais. Il est plus connu sous son nom
francisé de NEPER. Il entra d treize ans a Uuniversité de Saint-Andrews ot il n’obtint
aucun diplome. Aprés pluseurs voyages sur le continent il revint dans son Ecosse natale
jusqu’a sa mort. Si Neper fut connu a l’époque ce ne fut pas pour ses idées mathéma-
tiques mais pour ses positions théologiques et sa fervente défense du protestantisme. Il
lui fallut prés de vingt ans de réflexion pour que Neper mit au point sa découverte des
logarithmes a travers une description cinématique. Il publia sa découverte en 161/ et
l'usage des tables des logarithmes eu un vaste écho et fut développé rapidement dans les
années qui suivirent la mort de Neper.

Neper était un personnage tellement singulier et aux idées si originales que certains le croyait déséquilibré et fervent
de sciences occultes. Agacé de voir les pigeons de son voisin venir manger les graines dans sa grande propriété, Neper
prévint son voisin que s’il ne limitait pas le déplacement des coupables, il s’en emparerait. Le voisin confiant dans
Uimpossibilité d’attraper ces volatiles lui donna son accord. Il fut tres surpris le lendemain de voir les pigeons tituber
dans la prairie de Neper et de voir celui-ci les attraper sans peine. Neper avait truffé son terrain de pois imbibés de
whisky. ..

Une autre anecdote raconte que Neper annonga a ses serviteurs qu’un coq noir doué de dons magiques allait identifier
le serviteurs coupable de vols répétés. Chaque serviteur devait passer dans une salle obscure et caresser le coq. Neper
avait enduit le coq de suie. Craignant d’étre reconnu par ce coq magique, le coupable se retint de caresser le coq et fut
le seul a sortir les mains propres...

Ezxponentielle et Logarithme décident de faire une balade en mer. Naturellement, Exponentielle doit régler les frais de
location du bateau car comme a son habitude Logarithme ne paye rien.

Au milieu de leur promenade, Exponentielle, a la barre s’endort (le coup de barre si je puis dire). Le logarithme s écrit
alors « Mais fait donc attention, on dérive !

-Oh tu sais, cela ne me change vraiment pas grand chose, répond Exponentielle imperturbable.

-Oui et bien moi c’est l'inverse | »
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